
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسمونۺ
 ي آرسٍی هَفمیت ثزای ضوب داٍؼلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًىبت سیز دلیمبً تَخِ فزهبییذ:ظو

 است. ساعت ۴ٍ ٍلت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس وِ ثِ ضوب دادُ هی 

 ای ًٌَیسیذ.س خَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِثبلای پبسخٌبهِ غیز ا يیچخػدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ خوغ ّبآىتب هسئَل هزثَغ ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ وبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هدبس است. یشیرثزًبهِلبثلهٌْذسی وِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضىل وِ ثبضٌذ، هدبس ًیست. ّبآلوبًبنٍ  ّبّبی ًدَهی، اؼلساستفبدُ اس خذٍل 

ضَد. لذا آى را لجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخلف هحسَة هی

 هسئَل حَسُ تحَیل دّیذ.

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیح ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقی ی تطزیحی ایي آسهَى تَسػ آلبیپبسخٌبه 

 

 دفترچه سوالات به همراه پاسخ تستی
 دوممرحله 

 ۱۳70سال  ریاضیی المپیاد دوره نهمین
 

 تذکزات آسمونۺ

 پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ است لجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَخِ وٌیذ:ظوي آرسٍی هَفمیت ثزای ضوب داًص

 است.دقیقه  ۱۲۰ٍ ٍلت آى  ی تشزیحیمسأله ۶ایي آسهَى ضبهل 

است. حسبة در ایي آسهَى غیز هدبساستفبدُ اس هبضیي 

 ویستّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش( در ؼَل سهبى آسهَى هدبس. 

ی سؤالات را ثب خَد ثجزًذ وِ تب پبیبى آسهَى در خلسِ حعَر داضتِ ثبضٌذ.تَاًٌذ دفتزچِ فمػ داٍؼلجبًی هی 

 اًدبم ضذُ است.ی اجرایی ماخ کمیتهاًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي سَالات تَسػ 

 

 

 

 حساب مجاس ویست.استفاده اس ماشیه

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 
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 ۱۳۷۰سال                          ۹دوم دوره مزحله 

 ی المپیاد ریاضی ی دوم وهمیه دوره های مزحلهمسأله

 ۱۳۷۰ماه  آموسان کشور، بهمه داوش

 

xی  ثبثت وٌیذ هؼبدلِ       -1 x y y y2 2  ی اػذاد صحیح هثجت خَاة ًذارد. در هدوَػِ 3

 

 ضذُ است. دادُ ABCDبرٍخْی چْ      -2

الاظلاع گزدد  ایي چْبرٍخْی را لؽغ وٌذ، ضزغ لاسم ٍ وبفی ثزای ایٌىِ همؽغ حبصل هتَاسی (P)ای هبًٌذ  الف( اگز صفحِ       

 چیست؟ ًطبى دّیذ در ایي صَرت هسألِ دارای سِ خَاة است.

الاظلاع  را چگًَِ ثبیذ اًتخبة وزد تب هسبحت هتَاسی (P)ی  گیزین. ٍظغ صفحِ ة( اوٌَى یىی اس ایي سِ دستِ خَاة را در ًظز هی

 حبصل هبوشیون گزدد.

ّبی  ی ظلغ لَسی را ثزحست اًذاسُ ای اختیبر وٌیذ وِ همؽغ حبصل لَسی گزدد ٍ در ایي صَرت اًذاسُ گًَِ را ثِ (P)ی  ج( صفحِ

 ّبی چْبرٍخْی ثِ دست آٍریذ. یبل

 

fوٌین  فزض هی       -3 )fضذُ است،  تؼزیف : )1 1 ، 
f x y f x f y x y( ) ( ) ( ), ( , )  

xٍ ثزای  { fدارین  0{
x f x( )

1 1
 را ثِ دست آٍریذ. f(x)ی تَاثغ  . ّوِ

 

 ًطبى دّیذ حذالل ضص ًمؽِ ثب هختصبت گَیب رٍی هٌحٌی         -4

y x x2 3 13701370  
 ٍخَد دارد.

 

  A ،B  ٍCرا هدذداً در  (C)ی  هحبغ است. ًیوسبسّبی درًٍی سٍایبی هثلث هشثَر دایزُ (C)در دایزُ  ABCهثلث        -5

 ی ثزخَرد ًیوسبسّب ثبضذ ثبثت وٌیذ وِ ِ ًمؽ Iوٌٌذ. اگز  لؽغ هی             

IA IB IC

IA IB IC
3  

IA IB IC IA IB IC  

 

 ًفزی اس  خَاّین خلسبت سِ اًذ. هی اس داًطوٌذاى ریبظی اس سِ وطَر هختلف در ]یه[ وٌفزاًس گزدآهذُ A ،B  ٍCسِ گزٍُ        -6

وِ اس ّز گزٍُ فمػ یه ًفز ضزوت داضتِ ثبضذ ٍ ّز دٍ ًفز دلیمبً در یه خلسِ ]ثبّن]  ؼَری ایي داًطوٌذاى تطىیل دّین ثِ            

 ضزوت وزدُ ثبضٌذ.

 اًذ. پذیز ثبضذ ًطبى دّیذ تؼذاد افزاد ّز سِ گزٍُ هسبٍی الف( اگز ایي ػول اهىبى

 پذیز است. ة( در حبلتی وِ تؼذاد افزاد ّز گزٍُ سِ ثبضذ ًطبى دّیذ ایي ػول اهىبى

 پذیز است. ثبثت وٌیذ در حبلت ولیِ تسبٍیِ تؼذاد اػعبی سِ گزٍُ، ایي ػول اهىبى ج(
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 ۱۳۷۰سال                      ۹دوره  دوممزحله 

 ی المپیاد ریاضی ی دوم وهمیه دوره حل مسأله های مزحله

 ۱۳۷۰ماه  داوش آموسان کشور، بهمه

 

y وٌین  فزض هی       -1 x y a( ,  ؛ ثٌبثزایي،  (
y ba x y ca b c, , ( , ) 1   

 ًتیدِ، در

ab ac a b a c a bc ab a b a b2 2 2 2 2 2 2 3 32   

aاگز  x، آًگبُ  0 y aاست. اگز  x  ٍyوِ خلاف فزض هثجت ثَدى   0 c، آًگبُ  0 ac abc a b2 2 32  .

cپس  a b| 2 c، یؼٌی  2 a| a. پس  2 dc2   ،ثٌبثزایي ٍ 

ac ab db31 2   

dدرًتیدِ  a( , ) a. اهب  1 dc2   اگز ٍd dثبضذ آًگبُ   1 a( , ) d. پس  1 1   ٍa c2 . 

 
a ab b

c a b a( , )

3 3

2 2

1 2

1
  

b. اس پس  a a ab3 3 bضَد  ًتیدِ هی  2 a   ٍ 

b a b a abb ab( )(( ) )2 3 1 2   

b a s
s s p

ab p
( )3 3 1 2   

aاهب  b, pٍ درًتیدِ   1 pٍ ثٌبثزایي،   1 p1 2  لزار ثبضذ. تَاًذ ثِ ؛ درًتیدِ، تسبٍی فَق ًوی 3

2- وٌین  الف( فزض هی       MNPQ الاظلاع ثبضذ در ایي صَرت  هتَاسی  ٍ چَى   پس  

  

 AC( ثب دٍ یبل pػىس اگز ) سی است. ثِهَا AC  ٍBD( ثب دٍ یبل pی ) یؼٌی صفحِ )چزا؟( ٍ ثِ دلیل هطبثِ            

 ٍBD ضَد وِ  هَاسی ثبضذ ثِ سَْلت ثبثت هیMNPQ الاظلاع است. هتَاسی 

a b( , ) 1

MQ NP NP BCD

MQ BD

MN AC

A 

Q 

D B 

N 

C 
P 

M a 

y 

x 

b 

c 
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ٍ  ACی ثیي دٍ یبل هتٌبفز  ثبثت است )ساٍیِ . ثذیْی است وِ چَى ًَیسین  ة( اوٌَى هی

BD پس )sin
1
2

 بوشیون گزدد. دارینه MN.MQهمذاری است ثبثت ٍ درًتیدِ ثبیذ   

AM MQ x MQ cx
MQ

AB BD a c a
BM MN y MN by

MN
AB AC a b a

   

 درًتیدِ

xچَى  y a  پس هبوشیون ،xy آیذ وِ  در صَرتی پیص هیx = y  ثبضذ یؼٌیM  ثبیذ ٍسػAB ّبی  ثبضذ. درًْبیت رأس

 است. AB ،BC ،CD  ٍDAّبی  الاظلاع ثب هسبحت هبوشیون ٍسػ هتَاسی

 ثبضذ دارینلَسی  MNPQج( اگز 

cx by x b
MN MQ

a a y c
, ,   

را ثِ ًسجت  ABیبل  Mی  یؼٌی ثبیذ ًمؽِ
b

c
 تمسین وٌذ. در ایي صَرت  

x b x y b c a b c ac
y

y c y c y c b c
, , ,   

 پس 

ac
b

by bcb cMN
a a b c

  

 

)fٍاظح است وِ        -3 )0 0    ٍf n n( f)استمزا( ٍ ّوچٌیي  (
n f n n
( )

( )

1 1 1
 ، ٍ درًتیدِ، ثِ اسای ّز   

           .   

fیه است سیزا اگز  ثِ یه fاس ؼزفی              x f y( ) (  آًگبُ،   (

f y f y x x f y x f x( ) ( ) ( ) ( )   
fٍ درًتیدِ،  y x( ) yگز . حبل ا 0 x  آًگبُ  0

f f( )
1

1   

f. ٍ ّوچٌیي ٍاظح است وِ وِ تٌبلط است. ثٌبثزایي  0=1ٍ درًتیدِ،  x f x( ) ( دّین وِ  . حبل ًطبى هی (

f x f x( ) ( )2 f. ٍاظح است وِ اگز  2 x f x( ) ( ( ثزلزار {0یب  1)} fیه ثَدى  ثِ ایي راثؽِ ثب تَخِ ثِ یهآًگبُ   2(

fاست ٍ اگز  x f x( ) (  ، آًگبُ دارین 2(

 
f x xf x f x f x x ( ( ))( ) ( ) ( )2 2

1 1 1
1

  

MNPQ
S MN MQ. sin

1
2

r

f r r( )

y x

x



 
 

۵ 
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                                                              f f
x x x x( )

1 1 1
1 1

   

                                                              f f
x x f x f x( ) ( )

1 1 1 1
1 1

   

                                                              f x f x
f x f x

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

1
   

لِ اس اػذاد گَیب دٍ دًجب xصؼَدی است )چزا؟(. حبل ثب تَخِ ثِ ایٌىِ ثزای ّز  fٍ درًتیدِ  آًگبُ  ثٌبثزایي، اگز 

n ،nٍخَد دارد وِ ثِ اسای ّز  ٍ  هبًٌذ  n
r x s  وٌذ، دارین تٌْب ػذدی است وِ در آى ًبهسبٍی صذق هی 

n n n n
r f r f x f s s( ) ( ) ( )   

fدرًتیدِ  x x( ) . 

 

aگیزین  هی        -4  ًگبُ آ . اگز  6851370
a a B a( , ), ( , )0 0   

yثزاثز است ثب  Aی هوبس در  ظزیت ساٍیِ
a

1
2

ضَد  هی Aی هوبس در  پس هؼبدلِ  
x

y a
a2

. هحلّ تمبؼغِ هوبس ثب  

 یبثین. هٌحٌی را هی

x
a x x

a

2
3 13701370

2
   

xپس 
a2
1

4
 ٍ درًتیدِ،  

a a
C D
a a a a
, , ,

4 4

2 3 2 3

1 1 8 1 1 8

4 8 4 8
   

 Eثز هٌحٌی هوبس ًیست پس در یه ًمؽِ  Cوٌین وِ ایي خػ در  دّین ٍ ادػب هی را ثب هٌحٌی لؽغ هی BCحبل خػ 

 وٌٌذ.  ثب هختصبت گَیب هٌحٌی را لؽغ هی 

 سیزا

a
a

aa
a

a

4

23

2

1 8
1 168

1 2

4

 BCی  ظزیت ساٍیِ  

aayy x y
a aa

a

( )

44
2

44

3

3
1

3 16162 3 1
4 1 81 8

2
8

  

 است. حبل ٍاظح است وِ  Cوِ ضیت هوبس در 

x 0f x( ) 0

n
r

n
s

x 0

E B( )
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M 

B 

N 

 

C 

 

A 

 

a a

a a a( )

4 4

4

1 16 3 16
2 4 1 8

   

a a a( )( )4 4 42 1 16 1 8 3 16   

 وٌذ. ثب هختصبت گَیب لؽغ هی Fی دیگزی هبًٌذ  ثِ ّویي دلیل هٌحٌی را در ًمؽِ DAّوچٌیي خػ 

 

  ثزای ّز سِ خػ ّوزس دارین       -5

(1)                                                               
A I B I C I

IM IN IP
6   

 ّب دارین سیزا ثب در ًظز گزفتي هسبحت

IM IN IP

MA NB PC
1  

 پس ثٌبثز ًبهسبٍی وَضی،

A M B N C P

IM IN IP
9  

 ٍ یب 

A I IM B I IN C I IP A I B I C I

IM IN IP IM IN IP
3 9  

 ٍ درًتیدِ

 

 

 

 

 

 

 

 

C’ 
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A’ 

P 

B’ 
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A 
a1 a2 a3 

c1 

c2 

c3 

C B 

b1 

b2 

b3 

M ،N  ٍP ّبی خػ ّبی پبرُ را ٍسػ AI ،BI  ٍCI ػوَدهٌصف  گیزین. ثب تَخِ ثِ ضىل ثذیْی است وِ  هیIB  ٍ

 است. پس IAػوَدهٌصف  ٍ  ICػوَدهٌصف  

IA IB IC

IM IN IP
6 

 ٍ اسآًدب

IA IB IC

IA IB IC
3 

 دارین« هزدل-اردیص»اوٌَى ؼجك ًبهسبٍی 

IA IB IC IM IN IP( )2   
 یب

IA IB IC IA IB IC 

 

 ّبی  فزض وٌیذ داًطوٌذاى هدوَػِ       -6

m n p
A a a a B b b b C c c c{ , ,..., }, { , ,..., }, { , ,..., }1 2 1 2 1 2   

ای رٍی صفحِ هتٌبظز  ّب ًمؽِ ثبضذ. ثزای ّز یه اس اػعبی هدوَػِ

ضذُ است(. اگز  ًطبى دادُ وٌین )ضىل ثزای  هی

در یه خلسِ  ثب یه داًطوٌذ دیگز هثلاً  یه داًطوٌذ هثلاً 

 Aوٌین. توبم ًمبغ  رسن هی ٍ  یه خػ ثیي  ضزوت داضتِ ثبضذ

ؼَر ّز یه اس ًمبغ  وٌین ٍ ّویي ٍصل هی B  ٍCرا ثِ ّز یه اس ًمبغ 

B  را ثِ ّز یه اس ًمبغC ًوبیین. هٌظَر هسألِ، افزاس خؽَغ  هتصل هی

ّبیی هبًٌذ  حبصل ثِ هثلث
i j k
a b c  .است 

الف( ّز هثلث  
i j k
a b c { اس ّز لسوتA,B{ ،}B,C{ ٍ }A,C }

ّب ثبّن  دلیمبً یه خػ در ثزدارد. پس ثبیذ تؼذاد خؽَغ ثیي ایي لسوت

 هسبٍی ثبضٌذ. پس

 

Mn = mp,                  mn = np 

 یؼٌی

m n p   
 صَرت سیز ثبضٌذ تَاًٌذ ثِ ّب هی ة( هثلث

abc ab c ab c a b c, , ,..., ,1 1 1 1 2 2 1 3 3 3 3 3   

در  آیذ یه خلسِ تطىیل خَاٌّذ داد،  وِ اس خذٍل ثِ دست هی ثب  ٍ  خذٍل سیز ثیبًگز حل ایي حبلت اس هسألِ است )

 لزار دارد.( ٍ سؽز  ستَى 

 

 

A C

A BB C

m n p 3

i
aj

b

i
aj

b

i
aj

b
k
c

k
c

i
aj

b
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 ج( در حبلت ولی ًیش وبفی است اس خذٍل سیز استفبدُ وٌین.

   

   

  

  

    
  

 ؼَر در ّز ستَى. تىزار ًطذُ است ٍ ّویي یي خذٍل در ّز سؽز ّیچ در داخل ا

 دّین. را تطىیل هی را اس خذٍل پیذاوزدُ ٍ خلسِ  ، ٍ  ثزای ّز دٍ ًفز 

 

 

 

a a a1 2 3

c c c1 2 3b1

c c c2 3 1b2

c c c3 1 2b3

n n
a a a a a...1 2 3 1

n n
c c c c c...1 2 3 1b1

n
c c c c c...2 3 4 1b2

c c c c c...3 4 5 1 2b3

n n n
c c c c c...1 2 2 1n

b

i
c

i
aj

b
k
ci j k

a b c


